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Einfache Schaltung [offen]

Schalter « offen Ausgang y ohne Spannung
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Einfache Schaltung [geschlossen]

Schalter a« geschlossen Ausgang y unter Spannung
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Serieschaltung [offen / offen]

azZO\lO
|
b=0\

cy:O

Schalter « offen Ausgang y ohne Spannung

Schalter » offen
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Serieschaltung [offen / geschlossen]

Schalter « offen Ausgang y ohne Spannung

Schalter » geschlossen
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Serieschaltung [geschlossen / offen]

a = 1

%
b=0\

cy:O

Schalter « geschlossen Ausgang y ohne Spannung

Schalter » offen

FGI 2012 3-1 Boole’sche Algebra



Serieschaltung [geschlossen / geschlossen]

Schalter « geschlossen Ausgang y unter Spannung

Schalter » geschlossen
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Konjunktion (and) [1]

y=anb auch: aandb,a & b,a * b sowie a,b
Serieschaltun Wertetabelle
9 (truth table)
+ a b Yy

| 00 | 0 0A0=0

O\ 01 | o
h =0 \lj 1 0 0
—— 1 1 1
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Konjunktion (and) [2]

y=aAnb

Serieschaltung

Wertetabelle
truth table)

b

Y

—_— e O O]~
—_— O == O

—_—o O O

OAl=0
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Konjunktion (and) [3]

y=aAnb

Serieschaltung

1

=
b=0"\

Wertetabelle
truth table)

b

Y

—_— e O O]~
—_— O == O

—_—o O O

I1A0=0

FGI 2012

3-1 Boole’sche Algebra



Konjunktion (and) [4]

y=aAnb

Serieschaltung

-
-

Wertetabelle
truth table)

b

Y

—_— e O O]~
—_— O == O

0
0
0
1

Ial=1
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Konjunktion (and) [5]

y=aAnb

Serieschaltung

0

|
N

<y

XxXA0=0
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Konjunktion (and) [6]

y=aAnb

Serieschaltung
|
©\,

1

X A 1 = X (neutrales Element 1)
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Konjunktion (and) [7]

y=aAnb

Serieschaltung

+

|

.l

X A X = X (Idempotenz)
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Disjunktion (or) [offen / offen]

y=avb

auch: aorb,a | b,a + b sowie a;b

Parallelschaltung

-
—_— = O O[]

Ov0=0

_—0 = O |
—_— e e O
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Disjunktion (or) [offen/ geschlossen]

y=avb

Parallelschaltung

* a b y

\ﬁ 0 0 0
=0\, Lbzl 0 1 ] Ovi=1

I 1 0 ]

1 1 ]
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Disjunktion (or) [geschlossen / offen]

y=avb

Parallelschaltung

+

|
a =1 i \[bZO
]

“ Y

—_— = O O[]

1v0=1

_—0 = O |
—_— e e O
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Disjunktion (or) [geschlossen / geschlossen]

y=avb

Parallelschaltung

|
a =1 ﬁinI
L

“ Y

1v1=1

—_— = O O[]
—_— O == O |
—_— e e O
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Disjunktion (or) [1]

y=avb

Parallelschaltung

Xxv0=x (neutrales Element 0)
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Disjunktion (or) [2]

y=avb

Parallelschaltung

xvi1=1
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Disjunktion (or) [3]

y=avb

Parallelschaltung

+

| \ |
X \%}x
]

“ Y

X V X = X (Idempotenz)
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Negation (not)

y =-a auch: nota,a, 'a, ~a, —a
Ruhekontakt
J
* 0 1 ~0 =

FGI 2012 3-1 Boole’sche Algebra 22



Wertetabellen (Zusammenfassung)

oder

Disjunktion

v wie lat. vel (oder)

—_— = O O |

_ O = O |

—_— = = O <

und

Konjunktion
A wie engl. And

nicht
Negation

_— = O O |
— o = O | &

_ o O O | >
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Notation — Variationen eines Themas ...

anb

avb

a+b

a&b

Schaltungs-

symbole

AND

A

Analogie in
Mengenlehre

0
O

FGI 2012
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Einige bekannte Gesetze (vgl. auch Gesetze fiir ganze Zahlen)

Kommutative Gesetze Neutrale Elemente
anb =bnaa a ANl = a
avb=>bva a v0) = a

Assoziative Gesetze
an((bnac)=((@nb)rc a A =0
av(ibve) =(@vb)ve a v = 1
Distributive Gesetze
an(bvec)=(@nb)v(anc)
av(ibnarec)=(@vb)ya(avc)
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Weitere Gesetze

Gesetze der Verschmelzung (auch: Absorption)
an(avb) =a

av(anb) =a

Gesetz der doppelten Negation

- (~a)=a

DeMorgan’sche Gesetze
—=(anb) = -av -b

-(av b) = —-an-b
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Beweis der Aequivalenz Boole'scher Formeln

Wie werden solche Gesetze bewiesen?

Grundprinzip:
FUr jede vorkommende Variable werden alle moglichen Werte
(jeweils 0 oder 1) eingesetzt ("Input").
Danach werden linke und rechte Seiten verglichen ("Output").

Wenn jeder Input das gleiche Resultat erzeugt, ist das Gesetz bewiesen.

Beispiel: DeMorgan’sches Gesetz -(a A b)=-a v -b

Output Output
(links) Input (rechts)
anb —(anb) a b -a -b -av b
0 1 0 O 1 1 1
0 1 0 1 1 O 1
0 1 1 O 0 1 1
1 0 1 1 0 O 0

FGI 2012 3-1 Boole’sche Algebra
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Alle Boole'schen Funktionen mit (max.) zwei Parametern

Total 16 mogliche "Outputs”

(gewisse dieser Funktionen tauchen spater wieder auf)

Inputs — a 0011
b 0101

Outputs — 0000 |y,=
0001 |(y,=anb
0010 |{y,=anA —=b
0011 |y;=a
0100 |y,==—anb
0101 |ys=0b
0110 |ys=a#b
OI11 |y, =avb

a 0011

b 0101
11T |ys=1
1110 |y, =-av -b
1101 |y3=-avb
1100 |y, = —a
1011 |y, =av —-b
1010 | y,g=-b
1001 |y9g=a=b
1000 |yg==a A =b

Bem.: y, und y,s; haben kein Argument, y, v, y,, und y,, nur je ein Argument.

FGI 2012
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Dualitat

Auf der vorangehenden Folie sind auf jeder Zeile die Outputs der linken
Tabelle jeweils die Negation der Outputs der rechten Spalte.

Es fallt auf, dass in den entsprechenden Formeln

— die Argumente a und b (bzw. —=a und -b) negiert sind: —a und =b (bzw. a und 5 )

— die Operatoren Konjunktionen (a) statt Disjunktionen (v) sind (bzw. umgekehrt)

Zu jeder Funktion f/ von max. 2 Variablen gibt es eine duale Funktion g,
so dass qilt (bzw.: " heisst dual zu ¢ falls qilt):

=f(x,y) = g(-x,my)  bzw.  f(x,y) = = g(=x,7))

Beispiele fur duale Funktionen:

0 () und 1 (y5)

A und v
nand (y;,) und nor () — siehe auch spéter
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Beispiele von Funktionen, die zu sich selbst dual sind

f(x,y) 1f(x,y) f(!x,ly)

yO(a,b) =0 =1 y0O(la,'b) =0

yl(a,b) =a &b =lal|lb yl('a,'b) ='!la &b

y2(a,b) =a &b =la|b y2(la,'b) =!la &b

y3(a,b) = a = la y3('a,'b) = la D
v4(a,b) =la &b =al|lb v4(la,!b) =a & 'b

etc. (exercise left to the reader)
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Beispiele von Funktionen, die kommutativ sind

f(x,y) f(y,x)

y0(a,b) =0 yO(b,a) =0 K
yl(a,b) =a &b yl(b,a) = b & a K
y2(a,b) =a &b y2(b,a) = b & la

y3(a,b) = a y3(b,a) = b

v4(a,b) =la &b v4(b,a) = b & a

etc. (exercise left to the reader)
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Boole'sche Algebra

Eine Boole'sche Algebra ist ein abgeschlossenes System, in welchem
2 Operationen definiert sind, fur die

« Kommutativgesetz

 Assoziativgesetz

« Distributivgesetz

* Verschmelzungsgesetz (=Absorptionsgesetz)

gelten und in dem es

« ein Nullelement

« ein Einselement

« sowie zu jedem Element ein komplementares Element

gibt.
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Beispiele fur Boole'sche Algebren

« Schaltalgebra (wie gehabt + demnachst mehr dazu)

« Aussagenlogik (spater mehr dazu)

 Mengenlehre

Vereinigung zweier Mengen (U) entspricht dem logischen or
Durchschnitt zweier Mengen (M) entspricht dem logischen and
Komplement einer Menge entspricht dem logischen not

Die leere Menge () entspricht 0

Die Gesamtmenge (€2) entspricht 1

FGI 2012
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Anwendung Halbaddierer (Half Adder)

s = Summe (sum,actually XOR)
and gate or gate

negation \ \ ¢ = Uebertrag (carry)
N
( a b |cs
b - 0 0|00
i | —— O 1 |01
b j & 1 0 |01
1 1110
- —

s =(—-aAb)v(aa-=b)
c=(aab)
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Anwendung Halbaddierer: Vereinfachungen

s=(-aab)v(aan-b)=
=((waaAb)va)a((waAb)v-=b)=
=(ﬁava)/\(bva)/\(—lav—nb)/\(bv—lb)=
=(bva)a(-av-b)=
=(avb)a—(aab)

c=(aanb)
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Anwendung Halbaddierer: Optimiert

negation

a
) [

- = O O D
- O -~ O T
- O O O 0
O -~ -~ O ®”

s=(avb)a=(aab)
c=(aab)
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Anwendung Halbaddierer

 Halbaddierwerk

s=(avb)a-=(anab)
c=(anab)
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Anwendung Halbaddierer

 Halbaddierwerk

s=(avb)a-=(anab)
c=(anb)
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Anwendung Halbaddierer

 Halbaddierwerk

s=(avb)a-=(anab)
c=(anb)
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Anwendung Halbaddierer

 Halbaddierwerk

, a b csSs
b | 1
& |—s
, I
b & c 1 1 10

s=(avb)a-(anb)
c=(anb)
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Spezielle Boole'sche Funktionen mit 2 Parametern

Peirce-Funktion nor (sog. nor-gate, nor = not or)

ys=—an-b==(av D)

Sheffer-Funktion nand (sog. nand-gate, nand = not and)

YViu=—avVv ~b=-(anAb)
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Halbaddierer: Verwendung von NOR Gattern

a b CsS

0O 0 00

b— 0o 1 01
1 0 01

c 1 1 10

s=-(-(avb)v-=(-av =b)
c =-=(-av -b)

FGI 2012
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Prozessor
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