1 Logische Propadeutik

Wir werden uns spater noch detaillierter mit Logik befassen. Zuerst aber benotigen
wir einen Uberblick iiber die mathematische Symbolik, die wir im folgenden haufig
benotigen werden. Ein tieferes Verstandnis fiir die Zusammenhange zwischen for-
maler Logik und praktischer Informatik kann sich erst im Laufe weiterfiihrender
Studien entwickeln. Dies ist nicht verwunderlich, da diese Zusammenhange auch
erst seit knapp einem Jahrzehnt in den Brennpunkt der Forschung geriickt sind und
zu ihrem Verstidndnis etliche Vorkenntnisse erfordern.

1.1 Aussagen und Operatoren

1 Definition  AUSSAGE
Eine Aussage (proposition) ist ein Satz, der wahr (true) (W, im Englischen T') oder
falsch (false) (F') sein kann.

2 Definition = OPERATOREN

Logische Operatoren fiihren von Aussagen zu neuen Aussagen, wobei der Wahr-
heitswert der neuen Aussage nur von den Wahrheitswerten der fritheren Aussagen
abhangen darf.

Sind etwa A und B Aussagen, so ist (A und B) wieder eine Aussage. Man schreibt
formal A A B. A und B sind Bestandteile oder Teilaussagen der Aussage A A B. A
ist jener logische Operator, der durch Bilden der logischen Operation “und” von den
Aussagen A und B auf die neue Aussage A A B fiihrt. Eine Aussage ohne logischen
Operator heifit eine atomare (elementare; atomic) Aussage oder auch ein Atom, Aus-
sagen mit logischen Operatoren heiflen zusammengesetzt (compound). Wir werden
fiir atomare Aussagen lateinische Groflbuchstaben A, B,... und fiir zusammenge-
setzte Aussagen calligraphische Schrifttypen A, B, ... benutzen. Die Buchstaben W
und F' stehen aber stets fiir die logischen Wahrheitswerte “wahr” und “falsch”. W
und F' sind selber auch Aussagen, namlich die immer wahre respektive die immer
falsche Aussage.



Um einen logischen Operator zu definieren, miissen wir seine Wahrheitstafel (truth
table) angeben, also festlegen, welche Wahrheitswerte die zusammengesetzte Aus-
sage abhangig von den Wahrheitswerten der Teilaussagen hat.

3 Definition WICHTIGE LOGISCHE OPERATOREN

(1)

(6)

Die Negation (negation) kehrt die logischen Wahrheitswerte um:

P |-P
W\ F
F| W

Fiir =P schreibt man auch oft P. Lies =P als non (not) P.

Die Konjunktion (conjunction) A A B zweier Aussagen A, B ist genau dann
wahr, wenn beide Aussagen, A und B, wahr sind. Lies A A B als A und (and)
B.

Die Disjunktion (disjunction) A V B zweier Aussagen A, B ist genau dann
wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist, also wenn A wahr
ist oder B wahr ist (oder beide). Lies A V B als A oder (or) B.

Die Alternation (exclusive or) A @ B zweier Aussagen A, B ist genau dann
wahr, wenn entweder die eine oder die andere Aussage wahr ist, nicht aber
beide. Die Alternation ist das exklusive oder auch alternative Oder, auch zor
genannt. Lies A @ B als A exklusiv-oder (zor, alternative) B.

Die Implikation (implication) A = B zweier Aussagen A, B ist genau dann
wahr, wenn A und B wahr sind oder aber A falsch ist. Das letztere haben die
klassischen Logiker mit dem lateinischen Spruch ez falso quodlibet beschrieben,
zu deutsch aus dem Falschen das Beliebige. Lies A = B als A impliziert
(implies) B.

Die Agquivalenz (Bivalenz, equivalency) A < B zweier Aussagen A, B ist
genau dann wahr, wenn beide Aussagen denselben Wahrheitswert haben. Lies
A & B als A dquivalent B.

Die folgende Tabelle legt diese Operatoren fest:
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4 Beispiel NAND UND NOR

Zwei logische Operatoren, die vor allem in der Elektronik und in der Computerar-
chitektur grofle Bedeutung haben, sind die Operationen nand und nor, welche die
negierte Konjunktion respektive die negierte Disjunktion darstellen. X nand Y ist
also die Negation von X AY. Geben Sie Wahrheitstabellen von nand und nor an.

5 Bemerkung VORRANGSREGELN

Bei komplexeren logischen Formeln ben6tigt man wie bei arithmetischen Ausdriicken
Klammern und Vorrangsregeln. Wir werden die folgenden Konventionen benutzen:
Negation vor Konjunktion, diese vor Disjunktion und Alternation, letztere zwei
vor Implikation und Aquivalenz. Im Zweifelsfalle sind Klammern zu setzen. Das
bedeutet insbesondere:

Ausdruck Bedeutung

-ANB (—|A)/\B

AANBVC (ANB)vVvC

AV B=C (AV B) = C
AN-BVC=D|(AAN(—-B)VvC_C)=D

6 Bemerkung  AUSSAGENVERBINDUNGEN UND OPERATOREN

Nicht jede Verbindung von Aussagen zu neuen Aussagen ist auch ein logischer Ope-
rator: Das deutsche Wort “weil” fiihrt von Aussagen auf neue Aussagen, ist aber
kein Operator. Betrachten wir die folgenden Aussagen:

A : “In Singapur herrscht tropisches Klima.”

B : “Singapur liegt am Aquator.”

C : “Japan liegt im Fernen Osten.”

Alle drei Aussagen sind wahr. Die Aussage “A weil B” ist wahr, die Aussage “A
weil C” jedoch nicht. Wir konnen somit keine Wahrheitstafel fiir “weil” aufstellen,
denn welchen Wert soll “W weil W” haben? Der Wahrheitswert von Aussagen, die
durch ein “weil” verbunden sind, hangt offenbar nicht nur vom Wahrheitswert der
Teilaussagen ab, wie es in der Definition eines logischen Operators gefordert wird.

1.2 Wahrheit und Umformung

7 Definition TAUTOLOGIE, KONTRADIKTION, ERFULLBAR, WIDERLEGBAR
Eine Aussage A heifit eine Tautologie (tautology), wenn sie immer wahr ist, gleich-
giiltig welche Werte die atomaren Bestandteile haben. Beispiel: A V (—A).

Eine Aussage A heifit eine Kontradiktion (contradiction), wenn sie nie wahr, also
immer falsch ist, gleichgiiltig welche Werte die atomaren Bestandteile haben. Bei-



spiel: A A (—A).

Eine Aussage A heifit erfillbar (satisfiable), wenn es (mindestens) eine Situation fiir
die atomaren Teilaussagen von A geben kann, in der die Gesamtaussage wahr ist.
Beispiel: Die Aussage A V B ist wahr, wenn beide atomaren Teilaussagen A und B
wahr sind. Somit ist sie erfiillbar.

Eine Aussage A heifit widerlegbar (refutable), wenn es (mindestens) eine Situation
fiir die atomaren Teilaussagen geben kann, in der die Gesamtaussage falsch ist. Bei-
spiel: (A V B).

8 Beispiel REGELN VON DE MORGAN
Beweisen Sie die zwei Gesetze von DE MORGAN:

-(A AN B) & (mAV —B) und -(AV B) & (mA AN -B)

Mit anderen Worten: Zeigen Sie, daf} die obigen zwei Ausdriicke Tautologien sind.
Weisen Sie also nach, daf§ fiir jede Wahl von Wahrheitswerten fiir A und B die obi-
gen Ausdriicke wahr sind.

9 Beispiel EINIGE TAUTOLOGIEN
Beweisen Sie die nachfolgenden Tautologien durch Aufstellen der Wahrheitstafeln
und versuchen Sie, diese auch anschaulich zu begriinden:

Tautologie vom Modus Ponens: (P N (P = Q)) = Q
Tautologie von ASSER: (P = Q) V P
Tautologie vom ausgeschlossenen Dritten: P V =P

Tautologie der Idempotenz: P < ——P

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) Tautologie von CLAvVIUS: (WP = P) = P

(6) Tautologie der Und-Elimination: (P N Q) = P
(7) Tautologie der Oder—Introduktion: P = (P V Q)
(8) Tautologie der Selbstbijunktion: P < P

(9)

Tautologie vom Kettenschluf:
(P =Q) = (Q=R) = (P=R)

(10) Tautologie von der Importation und der Exportation:
(P=(@= R) & (PAQ) = R)



(11) Tautologie von FREGE:

(P = (@=R) = (P=Q) = (P=R)

10 Beispiel EINE KONTRADIKTION

Kontradiktionen hingen eng mit Tautologien zusammen: Zeigen Sie, dal P A - P
eine Kontradiktion und =(P A —P) eine Tautologie ist. Zeigen Sie nun allgemein,
daf} eine Aussage A genau dann eine Kontradiktion ist, wenn die Aussage —.A4 eine
Tautologie ist.

11 Beispiel UMFORMUNG LOGISCHER OPERATOREN
Logische Operatoren konnen ineinander umgeformt werden. Zeigen Sie:

(1)

(2)

(3)
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Die Implikation kann durch Negation und Disjunktion ausgedriickt werden.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, da A = B zu B V —A aquivalent ist.

Die Implikation kann durch Negation und Konjunktion ausgedriickt werden.
Hinweis: Benutzen Sie (1) und eines der Gesetze von DE MORGAN. Bestitigen
Sie die gefundene Formel, indem Sie ihre Wahrheitswerte nachpriifen.

Die Aquivalenz kann durch Negation, Konjunktion und Disjunktion ausge-
driickt werden. Wie? Beweis? Kann man unter Umstanden von den benutzten
drei Operatoren einen weglassen? Wenn ja, welchen und warum?

Die Negation kann durch nor ausgedriickt werden.

Die Konjunktion kann durch nand ausgedriickt werden.
Die Konjunktion kann durch nor ausgedriickt werden.
Die Disjunktion kann durch nor ausgedriickt werden.

Die Aquivalenz kann durch die Implikation und die Konjunktion ausgedriickt
werden.

Beispiel ERZEUGEN BINARER LOGISCHER OPERATIONEN

Vollziehen Sie die folgenden Uberlegungen nach, die von zentraler Bedeutung fiir die
Computerarchitektur sind:

(1) Es gibt genau zwei verschiedene undre logische Operationen, also solche, die

von einer Aussage auf eine neue Aussage fiihren. Sie sind durch die Identitat
und die Negation gegeben. Schreiben Sie deren Wahrheitstafeln auf.

(2) Eine bindre logische Operation fiihrt von zwei Aussagen auf eine neue Aus-

sage. Wir kennen eine solche Operation, wenn wir ihre Wahrheitstafel kennen.
Betrachten Sie zunéchst folgende zwei Wahrheitstafeln der Konjunktion:



A B|ANANB A B|ANANB
w wi W F W F
w F F w F F
rw F F F F
F F F w w, W

Sie unterscheiden sich ausschlieBlich durch die Anordnung ihrer Zeilen, ent-
halten sonst aber dieselbe Information. Wir wollen in dieser Aufgabe die
Anordnung in den linken beiden Spalten der linken Tabelle, zusammen mit
der Tatsache, dafl das Atom A immer ganz links steht, gefolgt vom lexikalisch
grofleren B, als Standardanordnung in jeder weiteren Wahrheitstafel benutzen.
Dadurch ist die Gestalt der linken beiden Spalten festgelegt und man kann
sich bei der Angabe der Wahrheitstafel auf die Angabe der rechten Spalte be-
schranken. Aus Platzersparnisgriinden wollen wir diese Spalte von oben nach
unten gelesen als Zeile schreiben. Die Wahrheitstafel und die bindre Operation
A ist somit durch die Zeile respektive Spalte W F'F' I festgelegt.

Welche Operationen sind durch die Zeilen WWW F und W FFW festgelegt?
Weshalb gibt es genau 16 unterschiedliche bindre Operationen?

Tragen Sie in der weiter unten folgenden Tabelle in der Spalte unter Ope-
ration in der korrekten Zeile die Thnen bekannten logischen Operationen der
Disjunktion, Aquivalenz, Implikation, Alternation, nand und nor ein.

Betrachten Sie in derselben Tabelle in der Spalte Darstellung und der Zeile
W FFF, wie man sehr einfach eine Darstellung der entsprechenden logischen
Operation angeben kann. Erinnern Sie sich an die oben fixierte Standardan-
ordnung der Wahrheitstafeln. Der erste Wert der Zeile W FF'F, der Wert W
also, stammt aus der Zeile, in der A und B wahr sind. Zur Erinnerung:

Wert Situation

Erster Wert | A und B sind wahr
Zweiter Wert | A und —B sind wahr
Dritter Wert | —=A und B sind wahr
Vierter Wert | =A und —B sind wahr

Der Zeile W F'F'F entspricht also eine logische Operation, die genau dann wahr
ist, wenn A und B wahr sind. Das ist, wie wir wissen, die Konjunktion von A
und B, dargestellt durch A A B.



(6)

(10)

Zeile Operation | Darstellung
WWWW
WWWEF
WWFEW
WWEFF
WFWW
WFWF
WFFW
WFFF | Konjunktion | (A A B)
FWWWwW
FWWF
FWFW
FWFF
FFWW
FFWF
FFFW
FFFF

Betrachten Sie nun als komplizierteres Beispiel die Zeile W FW F' der obigen
Tabelle. Ihr entspricht eine logische Operation, die genau dann wahr ist, wenn
A und B wahr sind (1. Buchstabe in WFWF) oder wenn —A und B wahr
sind (3. Buchstabe in WFWF). Dies 148t sich am besten darstellen durch
(AN B)V (A A B).

Verfahren Sie nun wie oben und tragen Sie fiir jede Zeile in obige Tabelle
die entsprechende Darstellung ein, wobei Sie die Operatorenzeichen —, A, V
benutzen.

Wir haben durch die bisherigen ["Jberlegungen folgendes gezeigt: Jede binére,
logische Operation kann durch die Operationen Negation, Disjunktion und
Konjunktion ausgedriickt werden. Zeigen Sie nun durch ein einfaches Ar-
gument, dafl auch Negation und Disjunktion allein oder auch Negation und
Konjunktion allein ausreichen wiirden.

In Beispiel ?? haben wir gesehen, dafl Negation, Disjunktion und Konjunktion
alle durch nor ausgedriickt werden konnen. Begriinden Sie nun, dafl jede
bindre und unéare logische Operation durch nor allein ausgedriickt werden
kann.

Interpretieren Sie im Lichte des bisherigen die folgende Aussage aus einem
Buch iiber Computerarchitektur: “Wenn ein Mikroprozessor jede binére lo-
gische Operation ausdriicken konnen soll, so geniigt es, die nor Operation
elektronisch zu realisieren, da alle anderen bindren logischen Operationen auf



diese zuruckgefiihrt werden konnen.” Wieso ist das von grofler Bedeutung fiir
den Chip—Designer?

13 Beispiel ERZEUGEN N-ARER LOGISCHER OPERATIONEN

Wir wollen uns anhand eines Beispiels iiberzeugen, dafl auch logische Operationen
von mehr als zwei Aussagen immer durch Negation, Konjunktion und Disjunktion
dargestellt werden konnen. Betrachten Sie die folgende Wahrheitstafel:

P Q R|ePQ,R)
W W W W
W W F F
W F W F
W F F F
F W W W
F W F W
F F W F
F F F F

Driicken Sie die oben angegebene ternare logische Operation durch Negation, Kon-
junktion und Disjunktion aus. Eliminieren Sie aus dem sich ergebenden Ausdruck
die Disjunktion. Begriinden Sie nun allgemein, weshalb jede logische Operation in
beliebig vielen Aussagen stets durch Negation und Konjunktion allein ausgedriickt
werden kann.

14 Definition ADAQUATE MENGEN VON OPERATOREN

Eine Menge logischer Operatoren heifit addquat (adequate), wenn jede logische Ope-
ration durch die Operatoren dieser Menge ausgedriickt werden kann. Man ist beson-
ders an minimal addquaten Mengen interessiert, das sind addquate Mengen, bei de-
nen kein Operator weggelassen werden kann, ohne dafi die Menge die Eigenschaft der
Adéquatheit verliert: { A, -, V } ist addquat, aber nicht minimal addquat. { A, -}
ist minimal adaquat, da tatsichlich beide Operationen bendtigt werden.

15 Theorem ADAQUATE MENGEN VON OPERATOREN

Folgende Mengen von Operatoren sind minimal addquat: {nand}, {nor}, {—, A}
und {—, V }.

16 Beispiel TEST AUF ADAQUATHEIT

Ist die Menge { A, V, = } addquat oder nicht? Wenn ja, geben Sie einen Beweis
dafiir, wenn nein, geben Sie ein Gegenbeispiel an, indem Sie eine logische Operation
anschreiben, die nicht durch diese Operationen ausgedriickt werden kann.

17 Beispiel BEDINGTER AUSDRUCK
Geben Sie zur ternidren Operation cond(P,Q,R) := (P = Q) A (-P = R) die



Wabhrheitstabelle an und zeigen Sie, dafl cond gerade dem bedingten Ausdruck if P
then () else R fi entspricht.

In vielen Programmiersprachen ist if P then () else R fi kein logischer Aus-
druck, der die Werte W oder F' annehmen kann, sondern eine ausfiihrbare Anwei-
sung: P mufl im Typsystem der Sprache als wahr oder falsch interpretiert werden
konnen. Je nach dieser Interpretation wird dann die Anweisung () oder die Anwei-
sung R ausgefiihrt. Weder () noch R haben notwendigerweise logisch interpretier-
bare Werte, die ganze Anweisung muf} keinen Wert tragen.

Manche Programmiersprachen verfiigen jedoch iiber den bedingten Ausdruck: So
schreibt man etwa in der Programmiersprache C fiir cond(P, @, R) den Ausdruck
(P?Q: R). P, @ und R sind hierbei Ausdriicke, deren Wert logisch interpretierbar
ist. Es ist in C allerdings auch erlaubt, dafl ) und R Werte haben, die nicht logisch
interpretiert werden kénnen. Die Anweisung Z = (X > 07 X : —X) etwa weist der
Variablen Z den Absolutbetrag des aktuellen Wertes der Variablen X zu.

1.3 Implikation und Folgerung

18 Bemerkung IMPLIKATION, STARK-SCHWACH
Sind A und B zwei Aussagen und sei A = B wahr, dann sagt man auch A impliziert
(implies) B. Das bedeutet:

(1) Ist A wahr, so ist auch B wahr. Ist A nicht wahr, so wird dadurch iiber B
nichts ausgesagt. B kann dann sowohl wahr als auch falsch sein.

(2) Es wird nur eine Aussage tiber den logischen Zusammenhang gemacht aber
keine Aussage tiber einen kausalen oder temporalen Zusammenhang.

Sind zwei beliebige Aussagen P und Q gegeben, so folgt immer die eine aus
der anderen oder die andere aus der einen. Wir beweisen das durch Fallunter-
scheidung iiber die moglichen Wahrheitswerte:

P Q|P=Q Q=P |(P=Q V(2=TP)
w W w w w
W F F w w
F W w F w
F F w w w

(3) Gilt A = B, so ist die Aussage A stirker (stronger) und die Aussage B
schwdcher (weaker). Aussagen werden also in Richtung des Implikationspfeils
schwicher. Insbesondere ist W die schwichste Aussage und F' die starkste



Aussage. F ist insbesondere stérker als T, und so gilt auch ¥ = W. Ahnlich
gelten (A A B) = A und (A A B) = B. Eine Konjunktion ist also stirker
als ihre einzelnen Bestandteile.

19 Beispiel ZUR IMPLIKATION
Machen Sie sich die Unterschiede zwischen dem Begriff “folgt” der deutschen Sprache
und dem Begriff der Implikation in der Logik noch einmal klar:

(1) Sei P die Aussage “Der Jupiter ist aus Schokolade” und sei () die Aussage
“Am 1. 1. 2030 wird es in Argentinien regnen”. Zeigen Sie, dafl im logischen
Sinn aus einer dieser zwei Aussagen die andere Aussage folgt: Zeigen Sie also,
da (P = @) V (@ = P) wahr ist.

(2) Studieren Sie noch einmal den oben angefiihrten Beweis des folgenden Satzes:
Sind D und £ zwei beliebige Aussagen, dann folgt aus einer dieser Aussagen die
andere. Bringen Sie dieses Paradoxon in Zusammenhang mit der Bemerkung,
da fiir D = & nur in jenen Féllen etwas bewiesen werden mufl (= etwas
ausgesagt wird), in denen die Voraussetzung D wahr ist.

(3) Zeigen Sie den folgenden Satz: Sind P und Q zwei beliebige Aussagen und R
eine weitere Aussage. Dann folgt P aus R oder es folgt Q aus =R. Zeigen Sie
also, dal (R = P) V (-R = Q) eine Tautologie ist.

(4) Beweisen Sie die Tautologie von CLavius, (-P = P) = P, und die Tauto-
logie des DUNs Scotus, P = (=P = @), und interpretieren Sie diese im
gegenwartigen Zusammenhang anschaulich.

20 Bemerkung ZUM SPRACHGEBRAUCH

Die Aquivalenz A < B zweier Aussagen ist identisch zu ihrer wechselseitigen Im-
plikation (A = B) A (B = A). Umgangssprachlich sagt man fiir A = B “wenn
A dann B” und fiir A < B sagt man auch “A genau dann wenn B”. Die Wendung
“A nur dann wenn B” bezeichnet ebenso A = B, wihrend “A dann wenn B” der
Aussage B = A entspricht. Die Kombination dieser beiden Satze fiihrt zur Wen-
dung “A dann und nur dann wenn B”, die somit wieder fiir die Aquivalenz 4 < B
steht. Im Englischen findet man auch “A iff B” fir die Aquivalenz. Das doppelte f’
ist hierbei beabsichtigt und gestattet die Abgrenzung von “A if B”, was fir B = A
steht.

Falls A = B gilt, so nennt man A auch eine hinreichende Voraussetzung fiir (suffi-
cient condition) B, da A alleine hinreicht, um die Giiltigkeit von B zu garantieren.
Andererseits nennt man B eine notwendige Bedingung (necessary condition) fir A,
da, falls A gilt, notwendigerweise B gelten mufl. Falls A < B gilt, dann ist A
eine notwendige und hinreichende Bedingung fir B. Aufgrund der Symmetrie der



Aquivalenz gilt das natiirlich auch nach Vertauschen von A und B.

1.4 Formale Logik

21 Bemerkung VORGEHEN IN DER LOGIK

Aufgabe der Logik ist es, ["Iberlegungen iber die Alltagswelt oder auch iiber ma-
thematische Objekte mittels Schriftzeichen festzuhalten. Zu diesem Zweck entwirft
man eine geeignete formale Sprache aus abstrakten Symbolen. So ist etwa die
Zeichenkette (A A B) ein syntaktisch korrektes' Wort der formalen Sprache der
Aussagenlogik. Nun legt man fest, welche Eigenschaften der Alltagswelt oder der
Mathematik in welchem Zusammenhang mit diesen abstrakten Zeichenketten ste-
hen. So legt man etwa fest, dafl wir die Zeichenkette (A A B) genau dann als wahr
oder auch giiltig betrachten wollen, wenn die atomare Aussage A und die atomare
Aussage B wahr sind. Wann letzteres der Fall ist, sagt uns entweder die Alltagswelt
(wenn wir also die atomaren Aussagen durch deutsche Sétze interpretieren, deren
Wahrheitsgehalt wir unmittelbar einsehen kénnen) oder aber in der Mathematik
die Modellrelation oder auch Interpretation. Letzteres wird noch genauer erlautert.
Diese Festlegung des Wahrheitsgehalts einer Zeichenkette in der jeweils betrach-
teten Welt nennt man Semantik. Sie erlaubt uns, gewisse Weltwahrheiten in der
gewahlten Sprache, hier jener der Aussagenlogik, zu beschreiben.

Ein zweites Ziel der Logik ist es, aus Zeichenketten, von denen wir wissen, daf} sie
wahre Aussagen sind, durch ein stures, mechanisches Umformen neue Zeichenketten
herzuleiten, welche wiederum wahre Aussagen sind. Die Wahrheit dieser hergelei-
teten Aussagen sehen wir nicht dadurch ein, daf§ wir ihren Wahrheitsgehalt in der
betrachteten Welt nachpriifen — denn gerade diese aufwendige Arbeit wollen wir
ja vermeiden — sondern aus dem Wissen, dafl wir unser System des mechanischen
Umformens von Zeichenketten nach Regeln gerade so konstruiert haben, daf§ durch
Umformung aus wahren Zeichenketten wieder wahre Zeichenketten werden. Diese
Eigenschaft nennt man auch die Korrektheit des Umformungssystems.

Fiir eine Zeichenkette konnen also zwei unterschiedliche Dinge gelten:

e Sie ist wahr (giltig, true, valid) oder falsch (false, invalid) innerhalb der von
uns betrachteten Semantik.

e Sie ist herleitbar (ableitbar, deducible) oder nicht herleitbar (not deducible)
durch das von uns betrachtete Umformungssystem.

1Syntaktisch inkorrekt wiire etwa der Ausdruck JA A A—=B=(().



Wenn wir unser Umformungssystem und unsere Semantik richtig aufeinander ab-
gestimmt haben, dann hiangen diese beiden Aspekte auch zusammen. Ein Umfor-
mungssystem heifit in Bezug auf eine Semantik

e korrekt, wenn jede herleitbare Formel wahr ist.

e vollstandig, wenn jede wahre Formel herleitbar ist.

Wenn wir ein korrektes und vollstandiges Umformungssystem haben, so haben wir
dadurch ein Instrumentarium, das uns erlaubt, jede Wahrheit der betrachteten Welt,
die wir in unserer formalen Sprache ausdriicken konnen, durch Umformen von Zei-
chenketten zu bekommen. Wir werden spater sehen, dafl dieses ambitiose Ziel prak-
tisch nur teilweise erreicht werden kann. Wahrheit ist mehr als Umformungen von
Zeichenketten.

22 Bemerkung ZUR DEFINITION VON HERLEITUNGSSYSTEMEN
Ein solches Herleitungssystem oder Umformungssystem wird iiblicherweise folgen-
dermaflen angegeben:

(1) Man gibt eine endliche Zahl von Aziomen (azioms) an.

(2) Man gibt eine endliche Zahl von Aziomenschemata (axiom schemes) an, das
sind Regeln, mit denen man neue Axiome bilden kann.

(3) Man gibt eine endliche Zahl von Schlufregeln (deduction rules) an, das sind
Regeln, die angeben, wie man Zeichenketten in neue Zeichenketten umzufor-
men hat.

Eine Zeichenkette A heifit herleitbar (deducible), formal notiert - A, wenn sie un-
ter Anwendung der Schlufiregeln aus den vorgegebenen Axiomen und den aus den
Axiomenschemata generierten Axiomen in endlich vielen Schritten gebildet werden
kann: Man beginnt also, auf das Blatt Papier beispielsweise einige Axiome zu schrei-
ben, dann einige aus den Axiomenschemata generierte Axiome, dann wihlt man sich
beliebig einige der aufnotierten Worter aus und wendet eine passende Schlufiregel
darauf an, um einen neuen Ausdruck zu bekommen, den man wieder auf das Papier
schreibt, dann notiert man sich wieder einige Axiome, benutzt wieder eine passende
Schlufiregel und so weiter, ganz nach Belieben. Alle Ausdriicke, die so im Laufe der
Zeit unter praziser Beachtung dieser Regeln auf das Blatt geschrieben werden, sind
herleitbare Ausdriicke.

23 Bemerkung ZUR ANWENDUNG VON HERLEITUNGSSYSTEMEN
Wir konnen Herleitungssysteme auf zwei unterschiedliche Arten benutzen:

Bei empirischem Vorgehen haben wir Objekte unserer Alltagswelt oder unserer Vor-
stellung, also eine Semantik, gegeben. Wenn wir diese Welt durch eine geeignete



Sprache beschreiben, so legen wir dabei fest, welche Worter dieser Sprache wahr
sind und welche falsch. Nun wollen wir ein Herleitungssystem konstruieren, das in
der Lage ist, alle in unserer Welt wahren Worter durch Regelanwendung zu gene-
rieren. Da wir bereits festgelegt haben, welche Worter wahr sind und welche falsch,
sind wir in der Wahl unseres Herleitungssystems stark eingeschrankt. Insbesondere
diirfen wir nur wahre Worter als Axiome benutzen. Ziel des empirischen Vorgehens
ist es, das menschliche Nachdenken iiber eine bekannte Welt durch textuelle Umfor-
mung von Wortern durch ein Umformungssystem zu ersetzen.

Bei ariomatischem Vorgehen geben wir eine Sprache und ein Herleitungssystem an
und fordern, daf} alle Worter, die wir mit unseren Regeln herleiten kénnen, auch
wahr seien. Erst danach stellen wir uns die Frage, ob es tatsichlich Objekte gibt,
die unseren Axiomen geniigen. Dies braucht, etwa im Fall sogenannter inkonsisten-
ter Herleitungssysteme, keineswegs so sein. Zu einem Herleitungssystem kann es
aber auch eine groflere Zahl unterschiedlicher Objekte geben, die alle durch die vor-
gegebene Axiomatik beschrieben werden. In diesem Kontext kann man nicht tiber
die Wahrheit von Axiomen reflektieren, da diese per definitionem als wahr angese-
hen werden. Ziel des axiomatischen Vorgehens ist das Studium von Objekten, die
wir zunichst nur aufgrund der sie beschreibenden Axiome kennen.

Beide Vorgehensweisen verlangen aufeinander abgestimmte Umformungssysteme und
Semantiken.

24 Bemerkung KORREKTE HERLEITUNGSSYSTEME
Um nachzuweisen, dafl ein Herleitungssystem korrekt ist, mufl man drei Dinge zei-
gen:

(1) Die Zeichenketten, die als Aziome benutzt werden, miissen wahr? sein.

(2) Jede Zeichenkette, die aus den Aziomenschemata gebildet werden kann, muf}
wahr sein.

(3) Die Schlufregeln miissen, auf wahre Zeichenketten angewendet, wieder wahre
Zeichenketten ergeben. Viele Schlufiregeln sind von Tautologien abgeleitet.
25 Beispiel AXIOME, SCHEMATA, SCHLUSSREGELN

(1) Zeigen Sie, dal der Ausdruck W A W als ein korrektes Axiom der Aussagen-
logik benutzt werden kann.?

2Wir stellen uns jetzt also auf den empirischen Standpunkt.

3Wir nehmen also wieder den empirischen Standpunkt ein und betrachten die Semantik der
Aussagenlogik als durch die Wahrheitstafeln festgelegt. Natiirlich konnten wir auch einen axioma-
tischen Standpunkt einnehmen und die Aussagenlogik durch Axiome festlegen. Dann wiren die
Wabhrheitstafeln Konsequenzen der Axiome.



(2) Das Axiomenschema “Wenn G ein beliebiger Ausdruck der Aussagenlogik ist,
gleichgiiltig ob wahr oder nicht, dann ist der neue Ausdruck (G V —G) ein
Axiom” heifit das Aziom(enschema) vom ausgeschlossenen Dritten (tertium
non datur). Zeigen Sie, dafl es als ein korrektes Axiomenschema der Aussa-
genlogik benutzt werden kann.

(3) Die Schlufiregel “Wenn ich im Sinne des oben beschriebenen Herleitungsprozes-
ses die Ausdriicke G und (G = #H) bereits hergeleitet habe, dann ist der Aus-
druck H ebenfalls herleitbar. G und H sind dabei beides syntaktisch korrekte
Ausdriicke der Aussagenlogik” heifit Schlufiregel des Modus Ponens. Zeigen
Sie, dafl diese Schlufiregel als korrekte Schlufiregel der Aussagenlogik benutzt
werden kann. Wird Modus Ponens also auf die Ausdriicke G und (G = H)
angewendet und sind diese wahr, so ist auch der generierte Ausdruck H wieder
wahr.

26 Beispiel SCHLUSSREGEL UND TAUTOLOGIE DER KONTRAPOSITION

(1) Beweisen Sie, daf die Kontraposition (P = Q) < (—-@Q = —P) eine Tauto-
logie ist.

(2) Aus dieser Tautologie kann man die Schlufiregel der Kontraposition bilden:
“Sind A und B logische Ausdriicke und ist A = B bereits hergeleitet, dann
kann man auch =B = -A herleiten”. Zeigen Sie, daf§ diese Schlufiregel
korrekt ist.

27 Bemerkung DEFINITIONEN, SATZE UND BEWEISE

Die Arbeitsweise der formalen Mathematik besteht in einer Abfolge von Definitionen
(definitions), Sdtzen (propositions) und Beweisen (proofs). Spezielle Sitze tragen
eigene Namen: Theoreme (theorems) sind Sétze von besonderer Tragweite, Lem-
mata (lemmata) sind hiufig benétigte Hilfssétze und Korollare (corollaries) sind
interessante Folgerungen oder Spezialfille, die man aus Theoremen ableiten kann.

Beweise sind ﬂberlegungen und Argumentationen, anhand welcher wir die Richtig-
keit eines Satzes einsehen kénnen. Ein Beweis kann umgangssprachlich aber auch
sehr formal ausgefiihrt sein. In beiden Fillen bleibt der Mensch die letzte Instanz
fiir die Korrektheit eines Beweises, auch wenn sehr formale Schlufitechniken zum
Einsatz gelangen: Diese wurden letztlich ja auch von Menschen entworfen.

Es gibt drei besonders wichtige Beweistechniken in der Mathematik. Der direkte
Beweis (direct proof ) entspricht Uberlegungen der Form: “Laut Voraussetzung gilt,
daraus folgt, daraus folgt, und das war eben zu zeigen.” Bei einem indirekien Be-
weis (indirect proof ) oder Beweis durch Widerspruch (proof by contradiction) nimmt



man an, die zu beweisenden Behauptung wére falsch. Dann fiihrt man verschiedene
Schliisse aus, bis ein Widerspruch auftritt. Da man mittels korrekter Schliisse von
korrekten Aussagen nie auf einen Widerspruch kommen kann, muf} also die An-
nahme, die zu beweisenden Behauptung wire falsch gewesen, falsch sein. Dann muf}
die Behauptung selber aber richtig sein. Die Technik der wvollstandigen Induktion
(complete induction) werden wir noch spéter kennenlernen. Das Ende eines Beweises
wird meist mit dem Zeichen O, dem lateinischen Kiirzel ged (quod erat demonstran-
dum) oder der deutschen Ubersetzung wzbw (was zu beweisen war) gekennzeichnet.



